TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 10

Construccion de medidas

En esta seccién [ serd un conjunto cualquiera fijo, A un dlgebra de subconjuntos de F y
una quasi medida sobre A. Todos los conjuntos con los que trataremos serdn subconjuntos
de F.

Vamos a ver como, siguiendo el método de Lebesgue, se puede extender una quasi medida,
definida sobre un dlgebra A de subconjuntos de un conjunto F, a la o-dlgebra, o(A), generada
por el dlgebra. Primero definiremos la medida exterior de cualquier subconjunto de [F; después
definiremos la medibilidad de un conjunto utilizando el criterio de Carathéodory. Una vez
hecho esto, mostraremos que la familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra, la cual
contiene a los elementos de A y a los conjuntos de medida exterior cero. La medida de un
conjunto medible la definiremos como su medida exterior y mostraremos que la medida asi
definida, restringida a .4, coincide con p.

DEFINICIONES

Definiciéon 1. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable Ay, A, . .. de elementos
de A es una cubierta del conjunto A si A C |, Ax.

Definicién 2. Se define la medida exterior, y1,(A), de un conjunto A, mediante la relacion

i (A) = inf {ZJ po(A;) + A1, As, ... es cubierta de A}

Definicién 3. Diremos que un conjunto E es medible si ji,(A) = pu,(ANE) + p, (AN E°)
para cualquier conjunto A. Ademdas, en este caso, se define la medida de E, (E), como la
medida exterior de E.
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RESULTADOS
1. Si Ay B son dos conjuntos tales que A C B entonces p.(A) < u. (B).
2. Si A € A entonces pu,(A) = ug(A).

3. Si (Ay),cy s una sucesién de conjuntos, entonces:

He (UZO:1 A,) < 2211 f1e(An)

4. Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
pe(A) < p (AN E) + p(AN E°)

para cualquier par de conjuntos E' y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E unicamente es necesario probar la otra desigualdad.

5. La familia de conjuntos medibles forma un &lgebra de subconjuntos de F.

6. La funcién que asigna a cada conjunto medible £ su medida, p(F), es una funcién finita-
mente aditiva.

7. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de F.

8. La funcién que asigna a cada conjunto medible £ su medida, u(E), es una funcién o-
aditiva.

9. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.
10. Todo elemento de A es medible.
11. Todo elemento de o(.A) es medible.

12. Teorema de extensiéon de Carathéodory: Sea F un conjunto, A un &dlgebra de
subconjuntos de F y 1 : A — RT U {oco} una quasi medida. Entonces existe una medida
p: S — RYU{oco} tal que pu(A) = py(A) para cualquier A € A, donde & es una o-dlgebra
que contiene a o(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.
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13. Dado cualquier conjunto medible E, de medida finita, existe B € o(.A) y un conjunto C|
de medida exterior cero, tales que E = BUC y BNC = ().

14. Si p es o-finita, entonces, dado cualquier conjunto medible E existe B € o(A) y un
conjunto C, de medida exterior cero, tales que E = BUC y BNC = (.

15. Si p es o-finita, la o-dlgebra de los conjuntos medibles es la o-édlgebra generada por A y
los conjuntos de medida exterior cero.

16. Todo conjunto de medida exterior cero estd contenido en un conjunto B € o(A) de
medida exterior cero.
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DEMOSTRACIONES

Proposicién 1. Si A y B son dos conjuntos tales que A C B entonces i (A) < p.(B).

— €

Gracias a la o-subaditividad de p, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2. Si A € A entonces . (A) = py(A).
Demostracién

Sea A € Ay A;, As, ... una cubierta de A, entonces A, N A € A para cualquier n € N y
A=, (A, N A); asi que, como p, es o-subaditiva:

fo(A) < Zn fo(An N A) < Zn to(An)

Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, 14(A) < p (A).

Por otra parte, como A es una cubierta de él mismo, se tiene p,(A) < py(A).

Proposicién 3. Si (A,), .y es una sucesion de conjuntos, entonces:
fe (UnZi An) < 22000 11e(An)

Demostracién

Si p.(A,) = 0o para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que i, (A,) < oo para toda n. Dada € > 0, para cada conjunto A,, sea
Ani, Ana, ... una cubierta de A, tal que ) 11o(Anm) < po(An) + 5. La familia de conjuntos
Ay, forman una cubierta de |, A, asi que:

pe (U An) < 32, 20 to(Anm) < 30, [1e(An) + 52] < 32, pe(An) + 65

es decir, 1, (U, An) <>, 1te(Ay,) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

te (U, An) <22, 11e(An)

Definicién 4. Diremos que un conjunto E es medible si ji,(A) = u,(ANE) + p, (AN E°)
para cualquier conjunto A. Ademdas, en este caso, se define la medida de E, (FE), como la
medida exterior de E.



Obsérvese que, por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
pe(A) < p (AN E) + p(AN E°)

para cualquier par de conjuntos E'y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto F unicamente es necesario probar la otra desigualdad.

Proposicion 4. La familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de F.

Demostraciéon

Que el conjunto F es medible, asi como que el complemento de un conjunto medible es
medible, son resultados obvios.

Sean F; y E5 dos conjuntos medibles y A cualquier conjunto. Se tiene entonces:
te (AN (E1U E3)) + pe (AN (E1 U E)°)

= tte (AN E) U (AN EY N Ey)) + p (AN ES N ES)

< pe(ANEy) + po (AN EY N Ey) + e (AN ET N ES)

— 1 (AN Ey) + 1, (AN ES) = i (A).

Asi que, F7 U E5 es medible.

Proposicién 5. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, 1(E), es una
funcion finitamente aditiva.

Demostracién
Sean F; y E5 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como F; U E5 es medible, se tiene:
1 (Er U Es)) = p((Er U E»)) N Ey) + p((Er U Es) N EY)

= p(E1) + p(Er)

Proposiciéon 6. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de

F.
Demostracién
Sea E1, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y

A cualquier subconjunto de F.
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Demostremos que i, (A N (Uj-, EJ)) = Y- He(AN Ej) para cualquier n € N.

Para n =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es vdlida para n = k, entonces, como Fj,; es medible,
se tiene:

p (AN U E)) = e (AN (U B 0 B ) + i (AN (U E) 0 By
= He (A N E’H‘l) + He (A N (U?:l EJ)) = He (A n E/H-l) + Zf:l ue(A A E])

— S (AN B

Por lo tanto, la igualdad es vélida para n = k + 1, asf que, por el principio de induccién, lo
es para cualquier n € N.

Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de F,
para cada n € N el conjunto U?Zl E; es medible, asi que:

He(A) = e (AN U B)) + e (AN (U B5))
= i (AN Ey) + (AN (Upy Ey))

> S m(ANE) + g (AN (U Ey))

Tomando limite cuando n ~~» oo y utilizando la o-subaditividad de la medida exterior,se
obtiene entonces:

He(A) 2 2 w(AN ) + e (A0 (U2 By

> (AN UL E)) +ne (AN UL BY)

Por lo tanto, | J;Z, F; es medible.

Proposicién 7. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, (E), es una
funcion o-aditiva.

Demostracion
Sea F1, Fs, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.
Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene (U2, £;) < > 272, u(E;). Por otra

parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto medible su medida,
se tiene, para cualquier n € N:



M(U;L E;) > M(U;‘lﬂ Ej) = Z?:l n(Ej)

Asi que tomando limite cuando n ~» 0o, se Aiene:

(U2 £5) > 3252, n(Ey)

Si denotamos por M a la familia de los conjuntos medibles, sabemos ya que M forma una
o-algebra de subconjuntos de F. Ademds, la funcién i : M — R es no negativa, o-aditiva y
w(0) = 0. Asf que i es un a medida definida sobre una o-dlgegra de subconjuntos de F. Lo
que resta probar es que  es una extension de p,. Vamos a demostrar que efectivamente esto
es asi y veremos que M es mds grande que la o-dlgebra generada por A. Esto es analogo
a lo que ocurre con la medida de Lebesgue, la cual estd definida no inicamente sobre los
subconjuntos borelianos de R, sino también sobre todos los conjuntos de medida cero.

Proposicién 8. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.
Demostracién

Sea F un conjunto de medida exterior cero y A cualquier conjunto, entonces A N F tiene
medida exterior cero, asi que:

fe(A) = pe(ANE) = p (AN E) + p (AN E)

u
Proposiciéon 9. Todo elemento de A es medible.
Demostracién
Sea I/ € A, A cualquier conjunto y Aq, As, ... una cubierta de A, entonces, para cada A,,

los conjuntos A, N E'y A, N E° pertenecen a A y se tiene:
(AN E) < pe (U, An) N E) = p. (U, (An N E))

S 2o te(An N E) =37 p1o(An N E),

fe (AN E) < p, (U, An) 0 ES) = i, (U, (An 0 E?))

< D n e (An N ES) =32, o(An N EY)

Asi que:

f(ANE) + p(ANES) <37 po(An N E) + 32, po(An N E®) =37 11(An)
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Finalmente, como lo anterior es vdlido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

pe(ANE) + p (AN E) < pi(A)

Proposicién 10. Todo elemento de o(.A) es medible.
Demostracién

El resultado es inmediato pues la familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra que
contiene a los elementos de A.

Los resultados anteriores pueden condensarse en el siguiente:

Teorema 1 (Teorema de extensién de Carathéodory). Sea F un conjunto, A un dlgebra de
subconguntos de F y py + A — RT U {oo} una quasi medida. Entonces existe una medida
S — RTU{oo} tal que p(A) = po(A) para cualquier A € A, donde S es una o-dlgebra
que contiene a o(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.

Definicién 5. Si F es un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y pg : A — RU{oo}
una quasi medida, a la medida p : S — RT U {oo} del teorema anterior la llamaremos la
medida generada por la quasi medida .

Ahora veremos que la familia de conjuntos medibles &, si bien es mds grande que la o-

algebra generada por A, en general no es més grande que la o-dlgebra generada por A y los
subconjuntos de F que tienen medida exterior cero.

Obsérvese que si un conjunto B C F tiene medida exterior cero, entonces, dada cualquier
¢ > 0 existe una coleccién infinita numerable, A, As..., de elementos de A tales que

B C Uy Ak y D opt to(Ag) <e.

Proposicién 11. Dado cualquier conjunto medible E, de medida finita, existe B € o(A) y
un conjunto C, de medida exterior cero, tales que E = BUC y BN C = (.

Demostraciéon

Sea E un conjunto medible de medida finita y, dada ¢ > 0, sea A;, A, ... una cubierta de
E tal que:

22 1(Ay) < p(E) + e



A = J; Aj es entonces un elemento o(A) tal que:

(A — E) = p(A:) — p(E) < 325 1(Ay) — p(E) <e
Es decir, dada ¢ > 0 existe A. € 0(A) tal que A. D Ey u(A. — E) <e.

Sea entonces (B,,), .y una sucesién decreciente de elementos de o(.A), que contengan a F,

tales que u(A, — E) < % para cualquier n € N. Se tiene entonces p (ﬂ;’il Aj— E) <
WA, — E) < % para cualquier n € N, asi que p (ﬂ;’il A — E) =0.

Por lo tanto, existe A € 0(A) tal que A D EF'y u(A— E) =0.

Sea entonces D € o(A) tal que D D E°y pu(D — E€) = 0. Entonces B = D¢ es un elemento
de o(A) tal que BC Ey u(E — B) = u(E — B) = u(EN B) = u(B — E°) = 0, de manera
que B € 0(A), F = E — B es un conjunto de medida exterior cero y se tiene £ = BU F.

Finalmente, definamos C' = F'— B, entonces C' tiene medida exterior cero y se tiene £ = BUC'
y BNnC = .

Corolario 1. Si j1 es o-finita, entonces, dado cualquier conjunto medible E existe B € o(A)
y un conjunto C, de medida exterior cero, tales que E = BUC y BN C = (.

Demostraciéon

Sea (F},),oy una sucesion creciente de conjuntos medibles tales que F = (J;~; Fr y p (Fy) < 00
para cualquier k£ € N.

Para cada k € N, definamos E, = FE N F},.

Sea By, € (A) y Cj, un conjunto de medida exterior cero tales que E, = B,UC) y ByNC), = 0,
entonces tomando B = |J,o, By vy D = Uy, Ck, se tiene que B € o(A), D tiene medida
exterior ceroy ' = BU D.

Finalmente, definamos C' = D— B, entonces C' tiene medida exterior cero y se tiene £ = BUC'
y BNC = (.

Corolario 2. Si u es o-finita, la o-dlgebra de los conjuntos medibles es la o-dlgebra generada
por A y los conjuntos de medida exterior cero.
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Proposicion 12. Todo conjunto de medida exterior cero estd contenido en un conjunto
B € 0(A) de medida exterior cero.

Demostraciéon

Sea A un conjunto de medida exterior cero. Para cada n € N, sea {A}} una coleccién
infinita numerable de elementos de A tales que A C U2, AF v Y oroy 1o(A}) < 1. Definamos
B, =U,, A} vy B =(),_, B,. Entonces, B € o(.A), tiene medida exterior cero y A C B.

Definicién 6. Sea F un conjunto, & una o-dlgebra de subconjuntos de F y p una medida
sobre &. Diremos que S es completa con respecto a | si contiene a todos los subconjuntos de
los conjuntos de medida |1 igual a cero.

Si una o-dlgebra Sy no es completa con respecto a una medida u, se puede completar. En
efecto, sea H la familia de conjuntos B € 3 tales que p (B) = 0, entonces la familia  de
conjuntos de la forma AU E, donde A € Sy y F es un subconjunto de un conjunto B € H,
forma una o-dlgebra de subconjuntos de F.

La prueba de que F € & y que § es cerrada bajo uniones numerables es inmediata. Para
probar que < es cerrada bajo complementos, sea C = AUFE € &, donde A € g y F es un
subconjunto de un conjunto B € H. Entonces:

Cc=(AUE)=ANE°=A°N[E°N(BUB°]
=A°N[(E°NB)UB]=(A°NB°)U (A°N E°N B)
Asi que C° € S.

Obsérvese que & es la o-dlgebra generada por g y los subconjuntos de conjuntos B €
de medida cero.

Extendamos p a & definiendo p (AU E) = p(A) para cualesquiera A € g y E un subcon-
junto de un conjunto B € H.

Sea C' € & tal que i (C) =0, entonces C = AU FE, en donde A € Sy E C B, con B € H.
Asi que:

Como p(A) =p(AUE) = pu(C) =0, entonces A € H.

Sea ahora D C C', entonces D C AU B, asi que D € S. Es decir, & es completa con respecto
a .

Lo anterior también muestra que si C' € Sy pu(C') =0, entonces C C AU B, con A, B € H.
Por lo tanto, todo conjunto C' € & de medida cero estd contenido en un conjunto G € &, de
medida cero.
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Retomando el enunciado del teorema 1, la medida p restringida a o (A) sigue siendo una
medida. La proposicién 12 muestra entonces que si completamos o (LA) con respecto a i,
obtenemos la o-algebra generada por A y los conjuntos de medida exterior cero, es decir,
recuperamos la medida y definida sobre .
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Medidas sobre (R, (R)) y funciones no decrecientes

Sea F': R — R una funcién no decreciente y continua por la derecha y definamos:
F(o0) = lim,.. oo F()
F(—o0) =lim,,_o F(x)

Sia,b e RU{—00,00} y a <b, definamos (a, b| de la siguiente manera:

| (a,b] sibeR
(a,b\—{ (a,b) sib=o0

Sea 7 la familia de los intervalos de este tipo, agregando al vacio como parte de la familia.
Definamos v () = 0 y, para cada intervalo I = (a,b| € Z, vp (I) = F(b) — F(a).

Se podria tener F'(c0) = oo y F(—o0) = —o0, lo cual no seria problema para la definicién
de vr ((—o00,00)) pues, con las convenciones que hemos hecho, se tendria iy ((—o0,00)) =
00 — (—00) = 00 + 00 = 0.

Vamos a mostrar que vr se puede extender para obtener una medida sobre los conjuntos
borelianos de R. El resultado central que se requiere demostrar para hacer esto es el siguiente:

Sea (a,b| € T 'y (a1,bi1],(az,bs],... una coleccién infinita de intervalos en Z tales que
(a,b] € U, (ak, by|. Entonces:

F(b) = F(a) <3702, [F(by) — F(ax)]

Lema 1. Sea I = (a,b| € Z y (aV,0W|, (a@ 63|, ..., (at™ 6™, una coleccion finita de
intervalos en I, ajenos por parejas, tal que I = U;nzl ( @) b(j)‘, entonces:

v (I) = X7, ve (a9, 59)])

Demostracion

Como los intervalos (a™,bM], (a®,6@] ... (a™, (™| son ajenos por parejas y su unién
es (a,b|, podemos ordenarlos para obtener una coleccién de intervalos ajenos por parejas,
(W, yD|, (@, y@|, ..., (0™, y™)|, de tal forma que:
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Asi que:
S e (a9, 09)) = 0 vp (Y9, 29]) = S0 [F (y9) = F (a0)]
= F(b) = F(a) = pp(])

u
Lema 2. Sea I = (a,b| € T y IV = ( 1)} 1M = (a™ 5| una coleccion finita
de intervalos en I tales que I C U;n: j), entonces

ve(I) < 37, ve (1Y)

Demostracion
Los puntos a,b,a™,bM) ... a™ b constituyen una particién de un intervalo (c,d| que
contiene al intervalo (a, b|.
Esta particién parte cada intervalo 1), con j € {1,2,...,m}, en subintervalos ajenos por

parejas, Ifj), - ,Ifbi). Asi que:

P (19) = Sivr (1)

La particién definida antes también parte el intervalo I en subintervalos ajenos por parejas,
I, ..., I,. Asi que:

ve (1) =k vr (I)

Por otra parte, como I C U;”Zl 1Y), cada intervalo I, con k € {1,2,...,n}, coincide con un
/)

intervalo ],g para alguna j € {1,2,...,m} y alguna k¥’ € {1,2,...,n;}, por lo tanto:

ve (1) = iy ve (1) < S S ve (19) = S ve (10)

]
Lema 3. Sean Iy,..., I, y I, ... . I'™ dos colecciones finitas de intervalos en T tales que
I,..., I, son ajenos por parejas, IV, ... 1™ son ajenos por parejas y Ule I, = U;nzl A2
entonces.
Z?:l vr (L;) = 27:1 VF (I(j))
Demostracion

Para cada i € {1,...,k} y j € {1,...,m}, definamos ]i(j) = [; N 1Y), Entonces, como
Uf:l I = U;nzl V), se tiene I; = U;nzl Ii(]) y IV = U?:l Ii(])a asi que:
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ve (L) = S ve (17)
v (1) = 32 v (1)

Por lo tanto:

25‘11 vi (L) = Zle Z;”Zl Vi ([i(J'))
=2 > v <IZ~(j)> =)V (1)

Teorema 2. Sea (a,b| € T y (a1,b1], (az, b2, ... una coleccion infinita de intervalos en T
tales que (a,b| C Up; (ax, bg|. Entonces:

F(b) — F(a) < 3202, [F(br) — F(ay)]
Demostracion

Tomemos € > 0y § > 0, arbitrarios.

Como F es continua por la derecha, para cada cada k € N, existe o, > 0 tal que:

F(d) - F () < &,

donde:

Ao — b, +0, sib,eR
Definamos:

{ a+06 sia€eR
Cs = 1 s
-5 sla=—00

dr — b sibeR

0= % sib= 00
Entonces:

lims o [F' (ds) — F (¢5)] = F (b) — F (a)
Ademas:

(cs, ds| C [cs,ds] C (a,b] C Uz (ar, bi] € UpZy (ar, di)
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Asi que, por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccién finita, (ay,, dy, ), - .., (ak,,, d, ),
tal que:

[cs,ds] € UjZ, (ak,, dx,)
Por lo tanto:
(cs,ds| C [cs,ds] C U;nzl (akj,dkj) C UT:1 (akj,dkj‘

Asi que:
F(ds) = F(cs) < 355 [F (diy) = F (an;)] < 352, [F (d) = F (a)]
< i [ (b)) = F(an)] + 2252y 50 = 2o [F (b)) — F(ax)] + €
Y, como € > 0 es arbitraria:

F(ds) = F(es) < 322y [F (b)) = F (ax)]
Finalmente, tomando limites cuando 6 — 0, se obtiene:

F(b) = F(a) <322 [F (bs) = F (ax)]

Teorema 3. 5i F': R +— R es una funcion no decreciente y continua por la derecha, existe
una unica medida pip, definida sobre los conjuntos borelianos de R, tal que:

pr ((a,b]) = F (b) — F (a),
para cualquier pareja de niimeros reales, a y b, tales que a < b.

Ademas, up ({z}) = F (z) — F (x—) para cualquier = € R.

Demostraciéon

Sea A la familia formada por los conjuntos de la forma U?Zl Ij donden € Ny I,..., 1, son
intervalos en Z, ajenos por parejas.

Para cada A = Jj_, I; € A, definamos ji(A) =37, vr(l;).

J=1
Por los lemas anteriores, 11 estd bien definida.

Obviamente vp(I) = up(I) para cualquier I € Z, A es un dlgebra de subconjuntos de R y
la funcién pp 0 A — R es no negativa y finitamente aditiva.

Sea Aj, As, ... una coleccién infinita numerable de elementos de A, ajenos por parejas, no
vacios y tales que A = Ji°, A; € A.
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Como para cada i € N, A; € A, A; es una unién finita de intervalos en Z ajenos por parejas.
Ademsds, como A € A, A también es una unién finita de intervalos en 7 ajenos por parejas.

Sean A = J_, 10) y, para cada i € N, A; = |, I(; ). Entonces:

U;n:1 V) =A= Ui A = UZ Uit L

Tenemos dos colecciones de intervalos, por un lado la familia {I Gk 1 ENke{l, ..., ml}}

y por el otro la familia {I @W.je{l,... ,m}}. Tanto los intervalos de la primera familia
como los de la segunda son ajenos por parejas y A es igual tanto a la unién de los intervalos
de la primera familia como de la segunda. Por otra parte, una pareja de intervalos, uno de
la primera familia y otro de la segunda, podrian no ser ajenos.

La idea ahora es partir cada intervalo 1) en intervalos ajenos por parejas, utilizando los
intervalos I(; z). Para esto, definamos, para cada j € {1,...,m}, i€ Ny ke {1,...,m;}:

I(j)

(ik) gy N V)

Entonces, los intervalos de la familia {I(%) cje{l,....m},ieNke{l,... ,mi}} son
ajenos por parejas y:
Law = UL, ]((fgc) para cualesquiera i € Ny k € {1,...,m;}.
= U, Z“lljgg) para cualquier j € {1,...,m}.
Ademds, por el teorema 2, se tiene:
p (I9D) <32 S0 < ))> para cualquier j € {1,...,m}.

Asi que:

MF(A):Z?;M“F( )<Zy 120 ke 1'uF< ))>

= 2 e (18 ) = 02 S e (T
= 221 fp (Ai)

Ademds, como pup es finitamente aditiva y A D J;_, A; para cualquier n € N, se tiene
pp(A) > 3" up (A;) para cualquier n € N, asf que:

pr(A) > Z?; i (Ag)

Por lo tanto, pp (A) = > o, up (4;), asi que pp es o-aditiva y entonces puede ser extendida
a una medida p definida sobre la o-dlgebra generada por A, es decir, los borelianos de R.
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Si py y py son dos medidas sobre los borelianos de R tales que py ((a,b]) = uy ((a,b]) =
F (b) — F (a) para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b, definamos, para
cada n € N, F,, = (—n,n|; entonces |J,—, F, = Ry py(F,) = p1(F,) < oo para cualquier
n € N. Asf que, por el teorema de clases monétonas para m-sistemas, p;(A) = py(A) para
cualquier conjunto boreliano de R.

Para la tltima parte, sea x € R, entonces:

{z} =M (z - %737]

Asi que:

pp ({z}) =limpeoo pp ((z = 1,2]) = F(2) = lmyoo F (x — 1) = F (z) — F (z—)

Corolario 3. 57 ' : R — R es una funcion no decreciente y continua por la izquierda, existe
una unica medida |1, definida sobre los conjuntos borelianos de R, tal que:

pp ([a,0)) = F'(b) — F(a),
para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b.

Ademas, pup ({z}) = F (z+) — F (x) para cualquier z € R.

Demostraciéon

Definamos F? : R — R de la siguiente manera:
Fi(z) = F (z+)

Entonces, F¢ es no decreciente y continua por la derecha; ademds, F¢(x) — F?(x—) =
F (z+) — F (z) para cualquier x € R, lo cual implica que, si a y b son nimeros reales tales
que a < b, entonces:

F(b—) — F¥(a—) = F (a+) — F (a) — F?(a) — F (b+) + F (b) + F(b)
= F(a+)— F(a) — F (a+) — F (b+) + F (b) + F (b+)
=F(b) — F(a)

Sea (1, la una unica medida, definida sobre los conjuntos borelianos de R, tal que:

pr ((a,b]) = F4(b) = F(a),

para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b.
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Sean a,b € R tales que a < b, (a,), oy una sucesién creciente que converja a a 'y (by), oy una
sucesién creciente, de niimeros reales mayores que a, que converja a b; entonces:

pp ([a,0)) = im0 pp (A, by]) = limy, oo F (b)) — limyen oo F4 (ay,)

=F!(b=) = F'(a=) = F (b) - F (a)

Si uy y py son dos medidas sobre los borelianos de R tales que py ([a,b)) = uy ([a, b)) =
F (b) — F (a) para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b, definamos, para
cada n € N, F,, = [-n,n); entonces |J,—, Fl, = Ry py(F,) = p15(F,) < oo para cualquier

n € N. Asf que, por el teorema de clases monétonas para m-sistemas, p;(A) = py(A) para
cualquier conjunto boreliano de R.

Para la tltima parte, sea x € R, entonces:

{z} =Ny [x,x + %)
Asi que:

pp ({x}) =lmpeoo pip ([2,2 + 1)) =lim, oo F (z + 1) — F (2) = F (24) — F (z)

Ahora mostraremos que cualquier medida sobre los borelianos de R, tal que los intervalos
acotados tienen medida finita, se puede generar a partir de una funcién no decreciente ya
sea continua por la derecha o continua por la izquierda.

Teorema 4. Dada cualquier medida p sobre los conjuntos borelianos de R, tal que los in-
tervalos acotados tienen medida finita, existe una funcion no decreciente y continua por la
derecha F : R — R tal que 11((a,b]) = F (b) — F{ (a) para cualquier pareja de nimeros
reales, a y b, tales que a < b. Ademds, si Fy y F5 son dos funciones con esta propiedad,
entonces Iy — Iy es constante.

Demostracion
Definamos la funcién Fj : R — R de la siguiente manera:
—p((2,0]) siz e (=00,0)

Fl(r)=14 0 siz=0
p((0,z])  size (0,00)

F{ es no decreciente y continua por la derecha y se tiene i ((a,b]) = F{ (b) — F{(a) para
cualquier pareja de niimeros reales, a y b, tales que a < b.
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Si I} :R— Ry Fy:R+— R son dos funciones que satisfacen el enunciado del teorema, se
tiene F (b) — Fy (a) = F» (b) — F3 (a) para cualquier pareja de nimeros reales a y b tales que
a < b, lo cual implica que (F; — Fy) (b) = (F1 — F3) (a); es decir, F} — Fy es constante.

Corolario 4. Para cualquier medida p sobre los conjuntos borelianos de R, tal que los
intervalos acotados tienen medida finita, existe una funcion no decreciente y continua por la
izquierda F), : R — R tal que pu([a,b)) = F} (b) — F}, (a) para cualquier pareja de nimeros
reales, a y b, tales que a < b. Ademds, si Fy y F» son dos funciones con esta propiedad,
entonces Iy — F5 es constante.

Demostraciéon

Sea I’ l‘j una funcién no decreciente y continua por la derecha F 5 : R +— R tal que p ((a,b]) =
F j (b) — F /jl (a) para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b.

Definamos F ;L : R — R de la siguiente manera:

Entonces, F ;i es no decreciente y continua por la izquierda.

Sean a,b € R tales que a < b, (a,),, oy una sucesion creciente que converja a a 'y (by), oy Una
sucesién creciente, de mimeros reales mayores que a, que converja a b; entonces:

w([a, b)) = limye o0 1 ((an, by]) = limy,e 0 Fj (bp) — lmy, 00 Fj (bn)

_ pd d _ i i
_Fu (b_)_Fu (CL—) _F,u(b)_Fu(a)

Si F1:R— Ry F;: R +— R son dos funciones que satisfacen el enunciado del teorema, se
tiene Fy (b) — F1 (a) = Fy (b) — F» (a) para cualquier pareja de nimeros reales a y b tales que
a < b, lo cual implica que (F; — F3) (b) = (F1 — F3) (a); es decir, F} — F3 es constante.

Corolario 5. 5i p es una medida sobre los conjuntos borelianos de R, tal que los inter-
valos acotados tienen medida finita, el conjunto {x € R: p({z}) > 0} es a lo mds infinito
numerable.
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Se tiene el siguiente resultado que es més general:

Proposicion 13. Sip es una medida o-finita sobre los conjuntos borelianos de R, el conjunto
{r eR:u({z}) > 0} es a lo mds infinito numerable.

Demostracion

Sea Ey, Es, . . . una coleccién infinita numerable de conjuntos borelianos de R tal que | J,~ | E,, =
Ry p(E,) < oo para cualquier n € N.

Para cada pareja n, m € N, definamos:

={z€E,: p({z}) > L}

(m)

Como p (E,) < oo, Ep" es un conjunto finito para cualquier m € N. Ademas:

{z € By p({2}) >0} = U, B
Asi que el conjunto {x € E,, : p({z}) > 0} es a lo m4s infinito numerable.

Finalmente:

{reR:u({r}) >0} =ULi {r € En: p({z}) > 0}

Asi que el conjunto {x € R: u({x}) > 0} es a lo m4s infinito numerable.
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Medidas y funciones no decrecientes que crecen tinicamente
mediante saltos

Lema 4. Sea F = {x,2,,...} un conjunto infinito numerable y (2,),cy una sucesion de
nimeros reales no negativos. Para cada n € N, definamos m (x,) = z, y, para cualquier
subconjunto A de I, definamos:

1(A) = Z{zeA} m (z)

Entonces p es una funcién no negativa y o-aditiva, con valores en R, definida sobre la o-
dlgebra formada por todos los subconjuntos de F.

Demostracion
Obviamente u es no negativa y u () = 0.
Agreguemos a [ un elemento arbitrario, el cual denotaremos por z, y definamos m (zy) = 0.

Sea Aj, As, ... una coleccién infinita numerable de subconjuntos de F tales que A, N A; =0
para i # j. Denotemos por z,, Ts,, . .. a los elementos de la unién | J;°, A; y para cada i € N,
denotemos por z; 1, %; 2, ... a los elementos de A;. Si A es vacio o un conjunto finito y r es el
nimero de sus elementos, definamos =, = zo para cualquier k € {r +1,r+2,...} y, para
cada ¢ € N, si A; es vacio o un conjunto finito y r; es el niimero de sus elementos, definamos
x; j = To para cualquier j € {r; + 1,7, +2,...}.

Para cada terna 17, j, k € N, definamos:
mij = m (zi;)

my = m(xs,)

Entonces:

p(Ay) = 3202 my

i (UZy Ai) = 2202 mu,

Por otra parte, la sucesién (my,) wen contiene a todos los elementos my; tales que z;; € Aj;
asi que, para cualquier pareja n, m € N, se tiene:

> i (Z;nzl Iij) < D her Mk

Asi que:

Y (A) = £ (S5 my ) < S mi = n(UE, 4)
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Ademds, la sucesiéon doble (mij)ijeN contiene a todos los elementos my tales que z;, €
Ui2, Ai; en consecuencia, dado N € N, existen n,m € N tales que:

N
Dopmr e <D0 (Z;n:l mij)

Asi que:

Sl € X0 (Samy ) = X5 (A)
Por lo tanto:

(U Ai) = D200 mue < 3000w (A))

Podemos concluir entonces que:

2 (Ufil Ai) = ZTO:I 1 (Ai)

Esta relacion incluye la propiedad de la aditividad finita ya que, si Ay, ..., A,, es una coleccién
finita de subconjuntos de F, ajenos por parejas, podemos definir A;, = () para cualquier
ke{n+1,n+2,...}. Entonces, i (Ax) = 0 para cualquier k € {n+ 1,n+ 2,...}, asi que:

H (U?:l Ai) =p (Uf; Ai) = ZT; p(A;) = 2711:1 e (Ai)

Corolario 6. Sea {71,7,...} un conjunto infinito numerable de mimeros reales y (zn),cn
una sucesion de nimeros reales no negativos. Para cada subconjunto A de R, definamos:

K (A) = Z{jeN:xjeA} Zj

Entonces 4 es una funcién no negativa y o-aditiva, con valores en R, definida sobre la o-
algebra formada por todos los subconjuntos de R.

Como vimos antes, toda funcién no decreciente se puede expresar como la suma de dos fun-
ciones no decrecientes, una que crece Unicamente mediante saltos y la otra continua. Por
otra parte, una medida sobre los conjuntos borelianos de R, tal que los intervalos acotados
tienen medida finita, podemos generarla ya sea mediante una funcién no decreciente y conti-
nua por la derecha, o bien mediante una no decreciente y continua por la izquierda. Se hizo
costumbre elegir la funcién continua por la derecha para representar a la medida, pero bien
podria elegirse la que es continua por la izquierda.
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Tomemos una funcién F': R +— R, no decreciente y continua por la derecha. I’ se puede ex-
presar entonces como la suma de una funcién F¢, continua, y una funcién F%, no decreciente,
continua por la derecha, que crece inicamente mediante saltos y tal que F?(x) — F?¢ (z—) =

F(x) — F (x—) para cualquier x € R. Ademsds, tenemos la definicién explicita de la funcién
F:

d(r) = F(O ) Z{yEDac<y<0} [F< ) ( _)] sl @ € (-O0,0)
A )‘{ FO) S qemnen IF ()~ F(y—)]  size 0,00

Donde D es el conjunto de puntos donde F' es discontinua, el cual es a lo més infinito
numerable y lo supondremos no vacio.

Si F© es constante, la medida que genera es nula sobre los borelianos. En este caso, la medida
generada por F es la generada por F'¢. Si denotamos por i a la medida generada por F'¢,
recordemos que se tienen las siguientes relaciones:

Fi(z2) = F'(2) = Y pyepaey<s [ () = F*(y—)] para cualquier parera (z, 2) de mimeros
reales tales que x < z.

pra ((a,b])) = F4(b) — F?(a) para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b.
pra ({x}) = F?(2) — F¢(x—) para cualquier z € R; en particular, jup. ({x}) =0si x & D.
Asi que, si a < b:

pipa ((a,0]) = F4(0) = F(a) = Xt e pracyssy [F W) = F ()] = Xyepacy<sy ra {y}) =
Zye(a,b] pra ({y})

Por otra parte, si D es finito, sea B un conjunto infinito numerable contenido en R — D,
definamos £ = DU B y denotemos por 1, ¥s, . . . a los elementos de F. Obviamente se tiene:

pipa ((a,b]) = Z{yEE:a<y§b} pipa ({y})

Para cada subconjunto A de R, definamos:

1(A) = Z{yeAmE} pra ({y})

Por el Corolario 6, p es una medida definida sobre la o-dlgebra formada por todos los
subconjuntos de R.

Ademds, por el teorema de Clases Mondétonas, 11y ppa coinciden sobre la o-dlgebra de los
conjuntos borelianos de R.
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Resumiendo, si F' : R — R es una funcién no decreciente, no constante, continua por la
derecha y que crece tinicamente mediante saltos, entonces existe un conjunto finito o infinito
numerable F tal que iy ({y}) > 0 para cualquier y € E y, si B es un subconjunto boreliano
de R, entonces:

pp (B) = Z{yeBﬁE} rr ({y})

En este caso, yp puede extenderse a una medida definida sobre la o-dlgebra formada por
todos los subconjuntos de R.

Como podemos ver, la medida up se concentra en los elementos de E; en otras palabras,
pp (E€) = 0.

Una medida p de este tipo, para la cual existe un conjunto de niimeros reales, finito o infinito
numerable, E tal que up ({y}) > 0 para cualquier y € E'y u(E°) = 0 es llamada medida
discreta. Esto no implica que los elementos de E estén separados topolégicamente en R; es
decir, no necesariamente ocurre que para cada y € F existe un intervalo abierto que contiene
a y y que no contiene a ningin otro elemento de E. Incluso el conjunto E puede ser denso en
R; por ejemplo, sea Q = {ry,7,...} el conjunto formado por todos los niimeros racionales
y, para cada subconjunto A de R, definamos:

12 (A) = Z{nEN:’/‘neA} 2%

Entonces p es una medida discreta concentrada en Q. Una funcién no decreciente y continua
por la derecha F': R +— R que genera tal medida estd dada por:

F (:L‘) = Z{neN:rngx} %

Esta funcion F' crece tnicamente mediante saltos y Q es el conjunto de puntos donde es
discontinua.



Medidas y funciones no decrecientes continuas

Consideremos ahora una funcién F : R — R, no decreciente, no constante y que no tiene
discontinuidades.

En este caso, la medida p de cualquier intervalo acotado, con extremos a y b, es igual a
F(b)—F (a)y up ({z}) = 0 para cualquier = € R. Ademés, como F es no constante, existen
a,b € R talesque a < by F(b) — F(a) > 0.

Por ser F' continua, este caso parece més simple que el anterior, donde F' es una funcién que
crece Unicamente mediante saltos. Sin embargo, en realidad el caso en que F' es continua,
en general, es mas complicado. Esto se puede analizar desde diferentes puntos de vista; por
ejemplo, las funciones continuas no siempre son tan "bonitascomo uno las imagina. Las que
uno dibuja habitualmente son funciones que no tinicamente son continuas, sino que ademas
son derivables en casi todo punto. Pero sabemos que hay funciones continuas f : [0,1] — R
que no son derivables en ningin punto x € [0, 1]; de hecho, en un sentido, existen muchas
mds funciones de este tipo que las que son derivables en algiin punto (cf. Bachman G. &
Narici L., Functional Analysis, Seccién 6.3, Ed. Academic Press, 1966).

El problema de determinar las propiedades que debe tener una funcién F', no decreciente y
continua, para que la medida p, que genera sea méds facil de trabajar lo traté Lebesgue en
su libro de 1904. Ahi no estudié inicamente el problema de la integracién de funciones, sino
también el de la busqueda de primitivas de una funcién (i.e. dada una funcién f, encontrar
una funcién cuya derivada sea f), el cual abordé introduciendo el concepto de integral
indefinida: Si f : [a,b] — R es una funcién medible e integrable, la funcién F : [a,b] — R
definida mediante la relacién F (x) = ff f(y)dy+ K, donde K es una constante, es llamada
una integral indefinida de f. Demostré entonces que si F' es una integral indefinida de f,
entonces F' es continua, de variacién acotada y F’(z) = f(x) excepto a lo més en un
conjunto de medida cero. Prob6 ademads que existen funciones continuas y no decrecientes
que no son integrales indefinidas de ninguna otra funcién (ver la introduccién al capitulo 5).
Poco tiempo después, Vitali y el mismo Lebesgue demostraron que el concepto de integral
indefinida coincide con el de funcién absolutamente continua: Una funcién F : [a,b] — R
es absolutamente continua si, dada e > 0, existe d > 0 tal que Y ,_, |F (by) — F (a)| < ¢
para cualquier coleccién finita de intervalos (aq, b1), (az, b2), ..., (an, by), contenidos en [a, ],
ajenos por parejas y tales que Y ,_, (b —ax) < d (cf. Royden, H.L., Real Analysis, second
edition, cap. 5, seccién 4, Ed. Macmillan, 1968). Estas ideas y resultados condujeron a uno de
los teoremas mds importantes de la teorfa de integracion de Lebesgue, el de Radon-Nikodym.

Resumiento, si F': R — R es una funcién no decreciente, no constante y continua, diremos
que F' es absolutamente continua, con respecto a la medida de Lebesgue, si existe una funcién
f : R+— R, no negativa e integrable tal que:

F(z)=["_ fd\
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La medida p que genera una tal funcién estda dada por:

HE (B ) - f B f d\
para cualquier subconjunto boreliano B de R.
Una medida de este tipo no puede extenderse a una medida definida sobre todos los subcon-

juntos de R.

Una funcién no decreciente, no constante y continua F': R — R que no sea absolutamente
continua, es llamada singular. Las medidas generadas por las funciones singulares son las
mas dificiles de tratar.



